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M ` A→ ¬¬A
A1 ¬A2 ¬m2¬¬A → I1
A→ ¬¬A
M ` (A→ B)→ (¬B → ¬A)
A1 A→ B2 → E
B ¬B3 ¬ −m1¬A → I3¬B → ¬A → I2
(A→ B)→ (¬B → ¬A)
C ` (¬B → ¬A)→ (A→ B)
¬B → ¬A3 ¬B1 → E¬A A2 ¬c1
B → I2
A→ B → I3
(¬B → ¬A)→ (A→ B)
1
M ` ¬¬(A ∨ ¬A)
A1 ∨I
A ∨ ¬A ¬(A ∨ ¬A)2 ¬ −m1¬A ∨I
A ∨ ¬A ¬(A ∨ ¬A)3 ¬ −m2,3¬¬(A ∨ ¬A)
Qualche altro esempio di derivazione
A ∧B ` ¬(¬A ∨ ¬B)
¬A2
A ∧B1 ∧E
A ¬m1¬(A ∧B)
¬B2
A ∧B2 ∧E
B ¬m2¬(A ∧B) ¬A ∨ ¬B4 ∨I2¬(A ∧B) A ∧B ¬m4¬(¬A ∨ ¬B)
` (A→ B) ∨ (B → A) Legge di confrontabilita`
A1 → I
B → A ∨I
(A→ B) ∨ (B → A)
¬A1 A3 ¬i
B → I3
A→ B ∨I
(A→ B) ∨ (B → A) A ∨ ¬A ∨E1
(A→ B) ∨ (B → A)
` (A ∨B)→ (B ∨A) Legge di commutativit della disgiunzione
2
A1 ∨I
A ∨B
B1 ∨I
A ∨B (A ∨B)3 ∨E1
B ∨A → I3
(A ∨B)→ (B ∨A)
` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)↔ A ∧ (B ∨ C) Legge di distributivita` di ∧ su ∨
(A ∧B)1 ∧E
A
(A ∧B)1 ∨I
B ∨ C
∧I
A ∧ (B ∨ C)
(A ∧ C)1 ∧E
A
(A ∧ C)1 ∨I
B ∨ C
∧I
A ∧ (B ∨ C) (A ∧B) ∨ (A ∧ C)3 ∨E1
A ∧ (B ∨ C) → I3
(A ∧B) ∨ (A ∧ C)→ A ∧ (B ∨ C)
A ∧ (B ∨ C)2 ∧E
A B1 ∧I
A ∧B ∨I
(A ∧B) ∨ (A ∧ C)
A ∧ (B ∨ C)2 ∧E
A C1 ∧I
A ∧ C ∨I
(A ∧B) ∨ (A ∧ C)
A ∧ (B ∨ C)2 ∧E
B ∨ C ∨E1
(A ∧B) ∨ (A ∧ C) → I2
A ∧ (B ∨ C) ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
` ¬¬(¬¬A→ A)
3
A1 → I¬¬A→ A ¬(¬¬A→ A)3 ¬m1¬A ¬¬A2 ¬i
A → I2¬¬A→ A ¬(¬¬A→ A)3 ¬m3¬¬(¬¬A→ A)
` ¬(A→ B)↔ (A ∧ ¬B) Legge di Crisippo
¬A2 A1 ¬i
B → I1
A→ B ¬(A→ B)4 ¬m2¬¬A ¬c
A
¬(A→ B)4
B3 → I
A→ B ¬m3¬B ∧I
A ∧ ¬B → I4¬(A→ B)→ (A ∧ ¬B)
` (¬A ∨B)↔ (A→ B) Legge di Filone
` (¬A ∨B)→ (A→ B)
¬A ∨B
¬A2 A1
efq
B → I1
A→ B
B2 → I
A→ B ∨E2
A→ B
` (A→ B)→ (¬A ∨B)
4
¬A ∨A
A1 A→ B2 → E
B ∨I¬A ∨B
¬A1 ∨I¬A ∨B ∨E1¬A ∨B → I2
(A→ B)→ (¬A ∨B)
` ¬(A ∨B)↔ (¬A ∧ ¬B) Legge di De Morgan
` ¬(A ∨B)→ (¬A ∧ ¬B)
¬(A ∨B)3
A1 ∨I
A ∨B ¬m1¬A
B2 ∨I
A ∨B ¬m1¬B ∧I¬A ∧ ¬B3 → I3¬(A ∨B)→ (¬A ∧ ¬B)
` (¬A ∧ ¬B)→ ¬(A ∨B)
A ∨B2
A1
¬A ∧ ¬B3 ∧E¬A
¬(A ∨B)
B1
¬A ∧ ¬B3 ∧E¬B
¬(A ∨B) ¬ ∨ E1¬(A ∨B) ¬m2¬(A ∨B) → I3¬A ∧ ¬B → ¬(A ∨B)
` ¬(A ∧B)↔ ¬A ∨ ¬B Legge di De Morgan
` ¬(A ∧B)→ ¬A ∨ ¬B
5
A ∨ ¬A
¬A2 ∨I¬A ∨ ¬B
A2 B1
A ∧B ¬(A ∧B)3 ¬m1¬B ∨I¬A ∨ ¬B ∨E2¬A ∨ ¬B → I3¬(A ∧B)→ ¬A ∨ ¬B
` ¬A ∨ ¬B → ¬(A ∧B)
¬A ∨ ¬B
A ∧B1 ∧E
A ¬A3
¬m1¬(A ∧B)
A ∧B2 ∧E
A ¬B3
¬m1¬(A ∧B) ∨E3¬(A ∨B) → I4¬A ∨ ¬B → ¬(A ∧B)
` ¬¬(A→ B)→ (¬¬A→ ¬¬B) distribuzione del ¬¬
¬¬(A→ B)5
A→ B2 A1 → E
B ¬B3 ¬m1¬A ¬¬A4 ¬m2¬(A→ B) ¬m3¬¬B → I4¬¬A→ ¬¬B → I5¬¬(A→ B)→ (¬¬A→ ¬¬B)
` ¬¬¬A↔ ¬A tripla negazione
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A1
dnd¬¬A ¬¬¬A2
¬A1 → I2¬¬¬A→ ¬A
¬A1
dnd¬¬¬A → I1¬A→ ¬¬¬A
` (¬A→ A)→ A consequentia mirabilis
¬((¬A→ A)→ A)3
¬((¬A→ A)→ A)3
A1 → I
(¬A→ A)→ A ¬m1¬A ¬A→ A2 → E
A → I2
(¬A→ A)→ A ¬m3¬¬((¬A→ A)→ A)
dn
(¬A→ A)→ A
` (A ∨B) ∧ ¬B → A modus tollendo ponens
A ∨B A1
B1 ¬B ¬i
A
E1∨
A
` (A ∧ ¬B)→ ¬(A→ B)
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A ∧ ¬B2 ∧E
A A→ B1 → E
B
A ∧ ¬B2 ∧E¬B ¬m1¬(A→ B) → I2
(A ∧ ¬B)→ ¬(A ∧B)
I seguenti teoremi della logica classica NON sono teoremi della logica
intuizionista.
(¬B → ¬A)→ (A→ B)
(A→ ¬B)→ (B → ¬A)
¬(¬A ∨ ¬B)→ (A ∧B)
¬(¬A ∧ ¬B)→ (A ∨B)
¬(A ∧ ¬B)→ (A→ B)
(A→ B)→ (¬A ∨B)
(A→ B) ∨ (B → A)
A ∨ ¬A
(¬A→ A)→ A
((A→ B)→ A)→ A)
¬¬A→ A
M ` A→ ¬¬A
A1 ¬A2 ¬m2¬¬A → I1
A→ ¬¬A
M ` (A→ B)→ (¬B → ¬A)
A1 A→ B2 → E
B ¬B3 ¬ −m1¬A → I3¬B → ¬A → I2
(A→ B)→ (¬B → ¬A)
8
C ` (¬B → ¬A)→ (A→ B)
¬B → ¬A3 ¬B1 → E¬A A2 ¬c1
B → I2
A→ B → I3
(¬B → ¬A)→ (A→ B)
M ` ¬¬(A ∨ ¬A)
A1 ∨I
A ∨ ¬A ¬(A ∨ ¬A)2 ¬ −m1¬A ∨I
A ∨ ¬A ¬(A ∨ ¬A)3 ¬ −m2,3¬¬(A ∨ ¬A)
Ancora sulle regole per la negazione.
La regola ¬i e` un caso particolare di ¬c quello in cui non vengono
scaricate le assunzioni da cui B e ¬B dipendono. Inoltre la regola ¬m si
ottiene da ¬c:
¬¬A5 ¬A1 ¬c1
A
A2···
B → I2
A→ B → E
B
¬¬A5 ¬A3 ¬c3
A
A4···¬B → I4
A→ ¬B → E¬B ¬c5¬A
Si noti che dalla sola regola ¬i non si ottiene ¬m !
Assiomatizzazione alternativa di C.
9
C = I + dnf , ove dnf e` la regola di doppia negazione forte.
¬¬A
dnf
A
¬A1···
B
¬A1···¬B ¬m1¬¬A
dnf
A
¬¬A ¬A1 ¬c1
A
10
